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 第5.1节 匹配和最大匹配
 第5.1.1节 理论
 第5.1.2节算法

 第5.2节 完美匹配

本章内容



 对于二分图
1. 匈牙利算法
2. 霍普克罗夫特-卡普算法

 对于非二分图
3. 花算法

如何找出图中的最大匹配？
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 基本思路：改进匈牙利算法
 通过扩展BFS算法找增广路，比通过扩展DFS算法找到的增广路更短减少单轮do-while循环的时间
 每轮do-while循环尝试同时找多条增广路，匹配的规模增幅更大减少do-while循环的轮数

霍普克罗夫特-卡普算法
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 从初值为空集的匹配M开始

霍普克罗夫特-卡普算法
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 每轮do-while循环尝试找一个M增广路的集合P ，直至G中不存在M增广路，即P为空：

霍普克罗夫特-卡普算法
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 每轮do-while循环尝试找一个M增广路的集合P ，直至G中不存在M增广路，即P为空：
 HKInit算法初始化BFS并返回队列Q，存储顶点子集X中所有未被M饱和的顶点子集作为BFS的出发点；

霍普克罗夫特-卡普算法
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 每轮do-while循环尝试找一个M增广路的集合P ，直至G中不存在M增广路，即P为空：
 HKInit算法初始化BFS并返回队列Q，存储顶点子集X中所有未被M饱和的顶点子集作为BFS的出发点；
 HKBFS算法运行扩展的BFS算法并返回通过M交错路找到的顶点子集Y中未被M饱和的顶点子集Y’；

霍普克罗夫特-卡普算法
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 每轮do-while循环尝试找一个M增广路的集合P ，直至G中不存在M增广路，即P为空：
 HKInit算法初始化BFS并返回队列Q，存储顶点子集X中所有未被M饱和的顶点子集作为BFS的出发点；
 HKBFS算法运行扩展的BFS算法并返回通过M交错路找到的顶点子集Y中未被M饱和的顶点子集Y’；
 HKPaths算法找出以Y’中的顶点为终点的一组不经过相同顶点的M增广路P；

霍普克罗夫特-卡普算法

v1

v5

v7

v3

v2

v6

v4

e1
e2
e3

e4

e5

e6
e7

X Y

黑色顶点：Y’



 每轮do-while循环尝试找一个M增广路的集合P ，直至G中不存在M增广路，即P为空：
 HKInit算法初始化BFS并返回队列Q，存储顶点子集X中所有未被M饱和的顶点子集作为BFS的出发点；
 HKBFS算法运行扩展的BFS算法并返回通过M交错路找到的顶点子集Y中未被M饱和的顶点子集Y’；
 HKPaths算法找出以Y’中的顶点为终点的一组不经过相同顶点的M增广路P；
 相继计算P中每条路P经过的边的集合和M的对称差，得到包含边的数量更多的匹配。

霍普克罗夫特-卡普算法
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 算法运行结束时，输出最大匹配M。

霍普克罗夫特-卡普算法
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 初始化BFS并返回队列Q，存储顶点子集X中所有未被M饱和的顶点子集作为BFS的出发点：

HKInit算法
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 初始化BFS并返回队列Q，存储顶点子集X中所有未被M饱和的顶点子集作为BFS的出发点：
 同时从顶点子集X中所有未被匹配M饱和的顶点u出发（扩展BFS算法）

HKInit算法
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 初始化BFS并返回队列Q，存储顶点子集X中所有未被M饱和的顶点子集作为BFS的出发点：
 同时从顶点子集X中所有未被匹配M饱和的顶点u出发（扩展BFS算法）
 顶点集X ∪ Y中每个顶点的d属性：该顶点和所有出发点u间的最短距离（扩展BFS算法）

HKInit算法
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 运行扩展的BFS算法并返回通过M交错路找到的顶点子集Y中未被M饱和的顶点子集Y’：

HKBFS算法
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 运行扩展的BFS算法并返回通过M交错路找到的顶点子集Y中未被M饱和的顶点子集Y’：
 基于BFS算法

HKBFS算法
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 运行扩展的BFS算法并返回通过M交错路找到的顶点子集Y中未被M饱和的顶点子集Y’：
 第1项扩展：限制了可访问的邻点（与DFSAP算法类似）

HKBFS算法
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 运行扩展的BFS算法并返回通过M交错路找到的顶点子集Y中未被M饱和的顶点子集Y’：
 第2项扩展：将未被匹配M饱和的非根顶点v作为M增广路的终点（与DFSAP算法类似）

并不立刻返回BFS树中从根顶点到v的M增广路，而是先用集合Y’存储这些终点v（与DFSAP算法不同）

HKBFS算法
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 运行扩展的BFS算法并返回通过M交错路找到的顶点子集Y中未被M饱和的顶点子集Y’：
 第3项扩展：有可能提前中止BFS

– d’：被访问的首个未被M饱和的非根顶点的d属性值，即最短的M增广路的长度；
– 在访问了d属性值不超过d’的所有顶点后，不再访问d属性值更大的顶点，算法提前中止。
– 最终，Y’存储所有d属性值为d’的未被M饱和的非根顶点。

HKBFS算法
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 找出以Y’中的顶点为终点的一组不经过相同顶点的M增广路P：

HKPaths算法
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 找出以Y’中的顶点为终点的一组不经过相同顶点的M增广路P：
 相继从集合Y’中的每个顶点出发，沿顶点d属性值递减的方向，找出并返回极多的一组M增广路P，

满足这些增广路不经过相同顶点，即后找到的增广路不允许经过先找到的增广路经过的顶点。

HKPaths算法
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 找出以Y’中的顶点为终点的一组不经过相同顶点的M增广路P：
 相继从集合Y’中的每个顶点出发，沿顶点d属性值递减的方向，找出并返回极多的一组M增广路P，

满足这些增广路不经过相同顶点，即后找到的增广路不允许经过先找到的增广路经过的顶点。
 由于这组M增广路不经过相同顶点，它们经过的边的集合可以互不干扰地和匹配M计算对称差，

因此，霍普克罗夫特-卡普算法每轮do-while循环中M的规模增幅有可能超过1。

HKPaths算法
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 例如：第1轮do-while循环
 开始前：M ∅

霍普克罗夫特-卡普算法
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 例如：第1轮do-while循环
 开始前：M ∅
 开始后：

– Q {v1, v3, v5, v7}

霍普克罗夫特-卡普算法

v1

v5

v7

v3

v2

v6

v4

e1
e2
e3

e4

e5

e6
e7

X Y
d = 0

d = 0

d = ∞

d = ∞

d = 0

d = 0

d = ∞

灰色顶点：Q



 例如：第1轮do-while循环
 开始前：M ∅
 开始后：

– Q {v1, v3, v5, v7}
– Y’ {v2, v4, v6}

霍普克罗夫特-卡普算法
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 例如：第1轮do-while循环
 开始前：M ∅
 开始后：

– Q {v1, v3, v5, v7}
– Y’ {v2, v4, v6}
– P 2条M增广路

霍普克罗夫特-卡普算法

v1

v5

v7

v3

v2

v6

v4

e1
e2
e3

e4

e5

e6
e7

灰色顶点：Q
黑色顶点：Y’
实线边：P中的M增广路

X Y
d = 0

d = 0

d = 1

d = 1

d = 0

d = 0

d = 1



 第2轮do-while循环
 开始前：M {e2, e6}

霍普克罗夫特-卡普算法
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 第2轮do-while循环
 开始前：M {e2, e6}
 开始后：

– Q {v1, v7}

霍普克罗夫特-卡普算法
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 第2轮do-while循环
 开始前：M {e2, e6}
 开始后：

– Q {v1, v7}
– Y’ {v4}

霍普克罗夫特-卡普算法
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 第2轮do-while循环
 开始前：M {e2, e6}
 开始后：

– Q {v1, v7}
– Y’ {v4}
– P 1条M增广路

霍普克罗夫特-卡普算法
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 第3轮do-while循环
 开始前：M {e1, e4, e6}
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 第3轮do-while循环
 开始前：M {e1, e4, e6}
 开始后：

– Q {v7}
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 第3轮do-while循环
 开始前：M {e1, e4, e6}
 开始后：

– Q {v7}
– Y’ ∅

霍普克罗夫特-卡普算法
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 第3轮do-while循环
 开始前：M {e1, e4, e6}
 开始后：

– Q {v7}
– Y’ ∅
– P ∅
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 第3轮do-while循环
 开始前：M {e1, e4, e6}
 开始后：

– Q {v7}
– Y’ ∅
– P ∅

 算法运行结束，输出M = {e1, e4, e6}
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 正确性：核心原理和匈牙利算法相似，
只是将从单个顶点出发的DFS改为了从多个顶点同时出发的BFS。
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 时间复杂度：O( 𝑛𝑛 𝑛𝑛 + 𝑚𝑚 )
 每轮do-while循环：O(n + m)
 循环的轮数：O( 𝑛𝑛)
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定理5.3 随着do-while循环轮数的增加，变量d’的值严格单调增。

定理5.4 对于阶为n的图，所有do-while循环的变量d’有至多 2 𝑛𝑛
2

+ 2 种值。



接下来进入其它算法部分
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