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 第4.1节 块
 第4.2节割集和连通度

本章内容



 对于图G = <V, E>和顶点子集S ⊆ V，若图G – S的连通分支数量大于G的连通分支数量，
则S称作G的点割集，又称分离集
 例如：{v1, v4, v5}
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v4

v5

v6v3

v1

v2

e4e2

e1 e3 e7 e6

e5

点割集



 对于图G = <V, E>和顶点子集S ⊆ V，若图G – S的连通分支数量大于G的连通分支数量，
则S称作G的点割集，又称分离集
 例如：{v1, v4, v5}
 割点对应一种特殊的点割集
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 对于图G = <V, E>和顶点子集S ⊆ V，若图G – S的连通分支数量大于G的连通分支数量，
则S称作G的点割集，又称分离集

 若G的任何点割集都不是点割集S的真子集，则S称作G的极小点割集
 例如：{v4, v5}

点割集、极小点割集、最小点割集
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 对于图G = <V, E>和顶点子集S ⊆ V，若图G – S的连通分支数量大于G的连通分支数量，
则S称作G的点割集，又称分离集

 若G的任何点割集都不是点割集S的真子集，则S称作G的极小点割集
 顶点数量最少的点割集称作G的最小点割集

 例如：右上图的{v3}，右下图的{v2, v7}

点割集、极小点割集、最小点割集
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 请给出彼得森图的一个最小点割集。

思考题4.17
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 请给出彼得森图的一个最小点割集。
 例如：{v2, v5, v6}

思考题4.17

v1

v2 v5

v4v3

v6
v7 v10

v8 v9



 每个图都有最小点割集吗？若有，则唯一吗？

思考题4.18



 每个图都有最小点割集吗？若有，则唯一吗？
 有可能有，且唯一

思考题4.18
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 每个图都有最小点割集吗？若有，则唯一吗？
 有可能有，且唯一
 有可能有，且不唯一

思考题4.18
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 每个图都有最小点割集吗？若有，则唯一吗？
 有可能有，且唯一
 有可能有，且不唯一
 有可能没有

思考题4.18
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 完全图的最小点割集是什么？

思考题4.19
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 完全图的最小点割集是什么？
 不存在

思考题4.19
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 树的最小点割集是什么？

思考题4.20
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 树的最小点割集是什么？
 非叶顶点形成的单元素集合

思考题4.20
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 为使图G不连通或成为平凡图，至少需要从G中删除的顶点数量称作G的点连通度，
简称连通度，记作κ(G)
 例如：左图κ(G) = 1，右图κ(G) = 2

点连通度、k点连通图
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 为使图G不连通或成为平凡图，至少需要从G中删除的顶点数量称作G的点连通度，
简称连通度，记作κ(G)

 若正整数k ≤ κ(G)，则称G是k点连通图，简称k连通图
 例如：左图是1连通图；右图是2连通图，也是1连通图

点连通度、k点连通图
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 彼得森图的连通度是多少？

思考题4.21
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 彼得森图的连通度是多少？
 3

思考题4.21
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 若连通图G有点割集，则G的最小点割集和κ(G)有什么关系？

思考题4.22
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 若连通图G有点割集，则G的最小点割集和κ(G)有什么关系？
 图G的最小点割集的大小 = κ(G)

思考题4.22
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 完全图Kn的连通度是多少？

思考题4.23
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 完全图Kn的连通度是多少？
 n − 1
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 不连通图的连通度是多少？

思考题4.24
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 不连通图的连通度是多少？
 0

思考题4.24
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 1连通图一定是连通图吗？反之呢？

思考题4.25



 1连通图一定是连通图吗？反之呢？
 1连通图一定是连通图

思考题4.25



 1连通图一定是连通图吗？反之呢？
 1连通图一定是连通图
 连通图不一定是1连通图

思考题4.25
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 2连通图一定是块吗？反之呢？

思考题4.26



 2连通图一定是块吗？反之呢？
 2连通图一定是块

思考题4.26



 2连通图一定是块吗？反之呢？
 2连通图一定是块
 块不一定是2连通图

思考题4.26
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 从k连通图中删除任意k − 1个顶点，剩余图一定连通吗？

思考题4.27



 从k连通图中删除任意k − 1个顶点，剩余图一定连通吗？
 一定连通

思考题4.27



 对于图G = <V, E>和边子集S’ ⊆ V，若图G – S’的连通分支数量大于G的连通分支数量，
则S’称作G的边割集
 例如：{e1, e4, e8}

边割集、极小边割集、最小边割集
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 对于图G = <V, E>和边子集S’ ⊆ V，若图G – S’的连通分支数量大于G的连通分支数量，
则S’称作G的边割集
 例如：{e1, e4, e8}
 割边对应一种特殊的边割集
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 对于图G = <V, E>和边子集S’ ⊆ V，若图G – S’的连通分支数量大于G的连通分支数量，
则S’称作G的边割集

 若G的任何边割集都不是边割集S’的真子集，则S’称作G的极小边割集
 例如：{e3, e7, e10}

边割集、极小边割集、最小边割集
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 对于图G = <V, E>和边子集S’ ⊆ V，若图G – S’的连通分支数量大于G的连通分支数量，
则S’称作G的边割集

 若G的任何边割集都不是边割集S’的真子集，则S’称作G的极小边割集

 边的数量最少的边割集称作G的最小边割集
 例如：{v1, v8}

边割集、极小边割集、最小边割集
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 请给出彼得森图的一个最小边割集。

思考题4.28
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 请给出彼得森图的一个最小边割集。
 例如：{(v1, v2), (v1, v5), (v1, v6)}

思考题4.28
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 每个图都有最小边割集吗？若有，则唯一吗？

思考题4.29



 每个图都有最小边割集吗？若有，则唯一吗？
 有可能有，且唯一

思考题4.29
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 每个图都有最小边割集吗？若有，则唯一吗？
 有可能有，且唯一
 有可能有，且不唯一

思考题4.29
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 每个图都有最小边割集吗？若有，则唯一吗？
 有可能有，且唯一
 有可能有，且不唯一
 有可能没有

思考题4.29
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 完全图有边割集吗？

思考题4.30
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 完全图有边割集吗？
 有可能没有，有可能有

思考题4.30
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 树的最小边割集是什么？

思考题4.31
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 树的最小边割集是什么？
 当G ≠ K1时，任意一条边形成的单元素集合

思考题4.31
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 为使图G不连通或成为平凡图，至少需要从G中删除的边的数量称作G的边连通度，
记作κ’(G)
 例如：左图κ’(G) = 2，右图κ’(G) = 2

边连通度、k边连通图

v4

v5

v6v3

v1

v2

e4e2

e1 e3 e7 e6

e5 v3

v8

v5

v2v1

v6

e2e1

e4

e8
e10

e3

v7

v4
e5e6

e7

e9



 为使图G不连通或成为平凡图，至少需要从G中删除的边的数量称作G的边连通度，
记作κ’(G)

 若正整数k ≤ κ’(G)，则称G是k边连通图
 例如：左、右图都是2边连通图，也都是1边连通图

边连通度、k边连通图
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 彼得森图的边连通度是多少？

思考题4.32
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 彼得森图的边连通度是多少？
 3

思考题4.32

v1

v2 v5

v4v3

v6
v7 v10

v8 v9



 若连通图G有边割集，则G的最小边割集和κ’(G)有什么关系？

思考题4.33
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 若连通图G有边割集，则G的最小边割集和κ’(G)有什么关系？
 图G的最小边割集的大小 = κ’(G)

思考题4.33
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 完全图Kn的边连通度是多少？

思考题4.34
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 完全图Kn的边连通度是多少？
 n − 1

思考题4.34
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 完全图Kn的边连通度是多少？
 n − 1

思考题4.34
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假设|S’| = ν(Gu)ν(Gv) = ν(Gu)(n − ν(Gu)) < n − 1，
则(ν(Gu) − 1)(n − ν(Gu) − 1) < 0，
而ν(Gu) ≥ 1且n − ν(Gu) = Gv ≥ 1，矛盾。



 不连通图的边连通度是多少？

思考题4.35
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 不连通图的边连通度是多少？
 0

思考题4.35
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 1边连通图一定是连通图吗？反之呢？

思考题4.36



 1边连通图一定是连通图吗？反之呢？
 1边连通图一定是连通图

思考题4.36



 1边连通图一定是连通图吗？反之呢？
 1边连通图一定是连通图
 连通图不一定是1边连通图

思考题4.36
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 2边连通图一定是块吗？反之呢？

思考题4.37



 2边连通图一定是块吗？反之呢？
 2边连通图不一定是块

思考题4.37
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 2边连通图一定是块吗？反之呢？
 2连通图一定是块
 块不一定是2边连通图

思考题4.37
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 从k边连通图中删除任意k − 1条边，剩余图一定连通吗？

思考题4.38



 从k边连通图中删除任意k − 1条边，剩余图一定连通吗？
 一定连通

思考题4.38



 对于任意一个图G：κ(G) ≤ κ’(G) ≤ δ(G)。

定理4.6



 对于任意一个图G：κ(G) ≤ κ’(G) ≤ δ(G)。
 若图G不连通或是平凡图，则κ(G) = κ’(G) = 0 ≤ δ(G)，得证。

定理4.6



 对于任意一个图G：κ(G) ≤ κ’(G) ≤ δ(G)。
 若图G不连通或是平凡图，则κ(G) = κ’(G) = 0 ≤ δ(G)，得证。
 若图G是完全图Kn，则κ(G) = κ’(G) = δ(G) = n − 1，得证。

定理4.6



 对于任意一个图G：κ(G) ≤ κ’(G) ≤ δ(G)。
 若图G不连通或是平凡图，则κ(G) = κ’(G) = 0 ≤ δ(G)，得证。
 若图G是完全图Kn，则κ(G) = κ’(G) = δ(G) = n − 1，得证。
 若图G是连通的非完全图，则G有点割集和边割集，且δ(G) < ν(G) − 1。

– 先证κ’(G) ≤ δ(G)：
– 再证κ(G) ≤ κ’(G)：

定理4.6



 对于任意一个图G：κ(G) ≤ κ’(G) ≤ δ(G)。
 若图G不连通或是平凡图，则κ(G) = κ’(G) = 0 ≤ δ(G)，得证。
 若图G是完全图Kn，则κ(G) = κ’(G) = δ(G) = n − 1，得证。
 若图G是连通的非完全图，则G有点割集和边割集，且δ(G) < ν(G) − 1。

– 先证κ’(G) ≤ δ(G)：对于图G中度最小的顶点v，d(v) = δ(G)，v关联的边的集合是G的边割集，因此，κ’(G) ≤ δ(G)。
– 再证κ(G) ≤ κ’(G)：

定理4.6



 对于任意一个图G：κ(G) ≤ κ’(G) ≤ δ(G)。
 若图G不连通或是平凡图，则κ(G) = κ’(G) = 0 ≤ δ(G)，得证。
 若图G是完全图Kn，则κ(G) = κ’(G) = δ(G) = n − 1，得证。
 若图G是连通的非完全图，则G有点割集和边割集，且δ(G) < ν(G) − 1。

– 先证κ’(G) ≤ δ(G)：对于图G中度最小的顶点v，d(v) = δ(G)，v关联的边的集合是G的边割集，因此，κ’(G) ≤ δ(G)。
– 再证κ(G) ≤ κ’(G)：对于图G的最小边割集S’，图G − S’恰含2个连通分支Gu和Gv。

接下来证明：Gu含顶点u，Gv含顶点v，满足u和v在G中不相邻。

既然顶点u和v不相邻，对于最小边割集S’中的每条边e，取e的一个端点，如图所示：
若u是e的端点，则取e的另一个端点，该端点必不是v；
若u不是e的端点，则取e在连通分支Gu中的端点。
这样取得的至多|S’|个顶点的集合记作S，u和v不在S中，且在图G − S中不连通，
因此，S是图G的点割集，κ(G) ≤ |S| ≤ |S’| = κ’(G)。

定理4.6
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黑色顶点：点割集S



 对于任意一个图G：κ(G) ≤ κ’(G) ≤ δ(G)。
 若图G不连通或是平凡图，则κ(G) = κ’(G) = 0 ≤ δ(G)，得证。
 若图G是完全图Kn，则κ(G) = κ’(G) = δ(G) = n − 1，得证。
 若图G是连通的非完全图，则G有点割集和边割集，且δ(G) < ν(G) − 1。

– 先证κ’(G) ≤ δ(G)：对于图G中度最小的顶点v，d(v) = δ(G)，v关联的边的集合是G的边割集，因此，κ’(G) ≤ δ(G)。
– 再证κ(G) ≤ κ’(G)：对于图G的最小边割集S’，图G − S’恰含2个连通分支Gu和Gv。

接下来证明：Gu含顶点u，Gv含顶点v，满足u和v在G中不相邻。
采用反证法，假设Gu中任意一个顶点u和Gv中任意一个顶点v相邻，则

与|S’| = κ’(G) ≤ δ(G) < ν(G) − 1矛盾。
既然顶点u和v不相邻，对于最小边割集S’中的每条边e，取e的一个端点，如图所示：
若u是e的端点，则取e的另一个端点，该端点必不是v；
若u不是e的端点，则取e在连通分支Gu中的端点。
这样取得的至多|S’|个顶点的集合记作S，u和v不在S中，且在图G − S中不连通，
因此，S是图G的点割集，κ(G) ≤ |S| ≤ |S’| = κ’(G)。

定理4.6

𝑆𝑆𝑆 = 𝜈𝜈 𝐺𝐺𝑢𝑢 ⋅ 𝜈𝜈 𝐺𝐺𝑣𝑣
= 𝜈𝜈 𝐺𝐺𝑢𝑢 ⋅ 𝜈𝜈 𝐺𝐺 − 𝜈𝜈 𝐺𝐺𝑢𝑢
≥ 𝜈𝜈 𝐺𝐺 − 1

𝜈𝜈 𝐺𝐺𝑢𝑢 ⋅ 𝜈𝜈 𝐺𝐺 − 𝜈𝜈 𝐺𝐺𝑢𝑢 − 𝜈𝜈 𝐺𝐺 − 1
= 𝜈𝜈 𝐺𝐺𝑢𝑢 − 1 𝜈𝜈 𝐺𝐺 − 𝜈𝜈 𝐺𝐺𝑢𝑢 − 1
≥ 0
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 向图中增加边，图的点连通度和边连通度一定提高吗？
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 向图中增加边，图的点连通度和边连通度一定提高吗？
 不一定提高

思考题4.40
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 有割点的图：
 对于有割点v的连通图G，它的连通度为1，

从G中删除割点v后，图G − v不连通，即G − v中至少存在两个顶点u和w不连通。
 本质原因：在G中，v是所有u-w路的公共内顶点。

点（边）连通度的本质



 有割点的图：
 对于有割点v的连通图G，它的连通度为1，

从G中删除割点v后，图G − v不连通，即G − v中至少存在两个顶点u和w不连通。
 本质原因：在G中，v是所有u-w路的公共内顶点。

 块：
 对于阶至少为3的块G，它是2连通图，

从G中删除任意顶点v后，图G − v仍连通。
 本质原因：在G中，任意两个顶点u和w间存在至少2条无公共内顶点的路。

从G中删除v，仅能使这2条u-w路中的至多1条消失，G − v中仍存在至少1条u-w路，因此u和w仍连通。

点（边）连通度的本质



 有割点的图：
 对于有割点v的连通图G，它的连通度为1，

从G中删除割点v后，图G − v不连通，即G − v中至少存在两个顶点u和w不连通。
 本质原因：在G中，v是所有u-w路的公共内顶点。

 块：
 对于阶至少为3的块G，它是2连通图，

从G中删除任意顶点v后，图G − v仍连通。
 本质原因：在G中，任意两个顶点u和w间存在至少2条无公共内顶点的路。

从G中删除v，仅能使这2条u-w路中的至多1条消失，G − v中仍存在至少1条u-w路，因此u和w仍连通。

 将上述分析推广到k连通图：
 门格尔定理及其推论

点（边）连通度的本质



 对于图G = <V, E>和两个不相邻的顶点u, v ∈ V，
使u和v不连通至少需要从G中删除的顶点数量等于G中两两无公共内顶点的u-v路的最大数量。

定理4.7（门格尔定理）



 非平凡图G是k连通图当且仅当G中任意两个顶点间存在至少k条两两无公共内顶点的路。

推论4.1



 非平凡图G是k连通图当且仅当G中任意两个顶点间存在至少k条两两无公共内顶点的路。
 先证必要性：

 再证充分性：

推论4.1



 非平凡图G是k连通图当且仅当G中任意两个顶点间存在至少k条两两无公共内顶点的路。
 先证必要性：

– 采用反证法，假设图G = <V, E>中存在两个顶点u和v间存在至多k − 1条两两无公共内顶点的路。
– 若顶点u和v不相邻，则由门格尔定理，使u和v不连通只需从图G中删除至多k − 1个顶点，与G是k连通图矛盾。
– 若顶点u和v相邻，则在图G − (u, v)中u和v间存在至多k − 2条两两无公共内顶点的路，

由门格尔定理，G − (u, v)的连通度至多为k − 2，即G − (u, v)有顶点子集S满足|S| ≤ k − 2且图G − (u, v) − S不连通。

 再证充分性：

推论4.1



 非平凡图G是k连通图当且仅当G中任意两个顶点间存在至少k条两两无公共内顶点的路。
 先证必要性：

– 采用反证法，假设图G = <V, E>中存在两个顶点u和v间存在至多k − 1条两两无公共内顶点的路。
– 若顶点u和v不相邻，则由门格尔定理，使u和v不连通只需从图G中删除至多k − 1个顶点，与G是k连通图矛盾。
– 若顶点u和v相邻，则在图G − (u, v)中u和v间存在至多k − 2条两两无公共内顶点的路，

由门格尔定理，G − (u, v)的连通度至多为k − 2，即G − (u, v)有顶点子集S满足|S| ≤ k − 2且图G − (u, v) − S不连通。
– 接下来证明：图G − (S ∪ {u})和G − (S ∪ {v})中，至少有一个不连通。

– 既然图G − (S ∪ {u})和G − (S ∪ {v})中，至少有一个不连通，因此，顶点子集S ∪ {u}或S ∪ {v}是图G的点割集，
G的连通度至多为k − 1，与G是k连通图矛盾。

 再证充分性：

推论4.1



 非平凡图G是k连通图当且仅当G中任意两个顶点间存在至少k条两两无公共内顶点的路。
 先证必要性：

– 采用反证法，假设图G = <V, E>中存在两个顶点u和v间存在至多k − 1条两两无公共内顶点的路。
– 若顶点u和v不相邻，则由门格尔定理，使u和v不连通只需从图G中删除至多k − 1个顶点，与G是k连通图矛盾。
– 若顶点u和v相邻，则在图G − (u, v)中u和v间存在至多k − 2条两两无公共内顶点的路，

由门格尔定理，G − (u, v)的连通度至多为k − 2，即G − (u, v)有顶点子集S满足|S| ≤ k − 2且图G − (u, v) − S不连通。
– 接下来证明：图G − (S ∪ {u})和G − (S ∪ {v})中，至少有一个不连通。
– 若顶点u ∈ S或v ∈ S，则图G − (S ∪ {u}) = G − S = G − (u, v) − S或图G − (S ∪ {v}) = G − S = G − (u, v) − S不连通。
– 若顶点u, v ∉ S，则由图G是k连通图，ν(G) ≥ k + 1，而|S| ≤ k − 2，因此，顶点子集V \ (S ∪ {u, v})不为空。

采用反证法，假设图G − (S ∪ {u})和G − (S ∪ {v})都连通，则对于V \ (S ∪ {u, v})中任意一个顶点w，
存在不经过S中顶点和边(u, v)的w-v路，也存在不经过S中顶点和边(u, v)的w-u路，因此，图G − (u, v) − S连通，矛盾。

– 既然图G − (S ∪ {u})和G − (S ∪ {v})中，至少有一个不连通，因此，顶点子集S ∪ {u}或S ∪ {v}是图G的点割集，
G的连通度至多为k − 1，与G是k连通图矛盾。

 再证充分性：

推论4.1



 非平凡图G是k连通图当且仅当G中任意两个顶点间存在至少k条两两无公共内顶点的路。
 先证必要性：

– 采用反证法，假设图G = <V, E>中存在两个顶点u和v间存在至多k − 1条两两无公共内顶点的路。
– 若顶点u和v不相邻，则由门格尔定理，使u和v不连通只需从图G中删除至多k − 1个顶点，与G是k连通图矛盾。
– 若顶点u和v相邻，则在图G − (u, v)中u和v间存在至多k − 2条两两无公共内顶点的路，

由门格尔定理，G − (u, v)的连通度至多为k − 2，即G − (u, v)有顶点子集S满足|S| ≤ k − 2且图G − (u, v) − S不连通。
– 接下来证明：图G − (S ∪ {u})和G − (S ∪ {v})中，至少有一个不连通。
– 若顶点u ∈ S或v ∈ S，则图G − (S ∪ {u}) = G − S = G − (u, v) − S或图G − (S ∪ {v}) = G − S = G − (u, v) − S不连通。
– 若顶点u, v ∉ S，则由图G是k连通图，ν(G) ≥ k + 1，而|S| ≤ k − 2，因此，顶点子集V \ (S ∪ {u, v})不为空。

采用反证法，假设图G − (S ∪ {u})和G − (S ∪ {v})都连通，则对于V \ (S ∪ {u, v})中任意一个顶点w，
存在不经过S中顶点和边(u, v)的w-v路，也存在不经过S中顶点和边(u, v)的w-u路，因此，图G − (u, v) − S连通，矛盾。

– 既然图G − (S ∪ {u})和G − (S ∪ {v})中，至少有一个不连通，因此，顶点子集S ∪ {u}或S ∪ {v}是图G的点割集，
G的连通度至多为k − 1，与G是k连通图矛盾。

 再证充分性：
– 采用反证法，假设图G不是k连通图，则G的最小点割集S满足|S| ≤ k − 1。

对于图G − S的不同连通分支中的顶点u和v，由门格尔定理，G中两两无公共内顶点的u-v路至多有k − 1条，矛盾。

推论4.1



 定理4.8 对于图G = <V, E>和两个顶点u, v ∈ V，
使u和v不连通至少需要从G中删除的边的数量等于G中两两无公共边的u-v路的最大数量。

 推论4.2 非平凡图G是k边连通图当且仅当G中任意两个顶点间存在至少k条两两无公共边的路。

面向边连通度的门格尔定理及其推论



 对于k连通图G = <V, E>和任意k个顶点v1, …, vk ∈ V（k ≥ 2），G含圈经过v1, …, vk。
 可以利用门格尔定理证明

定理4.9（将块的其它性质推广到k连通图）



如何计算图的点（边）连通度？



 根据门格尔定理及其推论，
可以转化为如何计算任意两个顶点间无公共内顶点（公共边）的路的最大数量，

 进而又可归约为最大流问题，采用计算最大流的算法解决（第7章）。

如何计算图的点（边）连通度？



请认真完成课后练习
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