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 第3.1节 圈和树
 第3.2节 二分图
 第3.3节 欧拉图

 第3.3.1节 理论
 第3.3.2节算法

 第3.4节 哈密尔顿图

本章内容



 弗勒里算法
 希尔霍尔策算法

如何找出图中的一条欧拉迹？
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 弗勒里算法
 希尔霍尔策算法

如何找出图中的一条欧拉迹？
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 基本思路：逐步构造欧拉迹，每步将当前迹延长一条边，
并尽可能避免选择剩余图的割边，从而避免剩余的边不能被全部增加到迹中。

弗勒里算法
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 从顶点u出发：
 若顶点集V中有顶点的度为奇数，则以该顶点为出发点；
 否则，以任意非孤立点为出发点。

弗勒里算法
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 每轮while循环从u经过其关联的边e到达e的另一个端点，作为下轮while循环的u，
并将e从G中删除，直至到达孤立点：

弗勒里算法
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 每轮while循环从u经过其关联的边e到达e的另一个端点，作为下轮while循环的u，
并将e从G中删除，直至到达孤立点：
 e的选取原则是优先选择非割边。

弗勒里算法
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 算法运行过程中，按序输出经过的顶点和边，组成一条欧拉迹。

弗勒里算法
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 例如：d(v1)是奇数
 u v1，输出v1

弗勒里算法
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 v1非孤立点
 e v1关联一条非割边e1，输出e1
 u e1的另一个端点v2，输出v2
 删除e1

弗勒里算法
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 v2非孤立点
 e v2关联一条非割边e2，输出e2
 u e2的另一个端点v3，输出v3
 删除e2

弗勒里算法
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 v3非孤立点
 e v3关联一条割边e3，输出e3
 u e3的另一个端点v4，输出v4
 删除e3

弗勒里算法
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 v4非孤立点
 e v4关联一条割边e4，输出e4
 u e4的另一个端点v2，输出v2
 删除e4

弗勒里算法
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 v2非孤立点
 e v2关联一条割边e5，输出e5
 u e5的另一个端点v5，输出v5
 删除e5

弗勒里算法
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 v5非孤立点
 e v5关联一条非割边e6，输出e6
 u e6的另一个端点v6，输出v6
 删除e6

弗勒里算法
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 v6非孤立点
 e v6关联一条割边e7，输出e7
 u e7的另一个端点v1，输出v1
 删除e7

弗勒里算法
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 v1非孤立点
 e v1关联一条割边e8，输出e8
 u e8的另一个端点v5，输出v5
 删除e8

弗勒里算法

输出：v1, v2, v3, v4, v2, v5, v6, v1, v5
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 v5是孤立点，算法运行结束

弗勒里算法
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 算法每轮while循环开始前：
 或者图G为空图，则原图的欧拉迹已找到；
 或者G含以顶点u为起点的欧拉迹，则该欧拉迹和已输出的序列可拼接得到原图的欧拉迹。

弗勒里算法的正确性
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 算法每轮while循环开始前：
 或者图G为空图，则原图的欧拉迹已找到；
 或者G含以顶点u为起点的欧拉迹，则该欧拉迹和已输出的序列可拼接得到原图的欧拉迹。

 只需证明：
 推论3.2 弗勒里算法每轮while循环条件判定前，

图G或者为空图，或者边集的边导出子图连通且含顶点u。
 定理3.6 弗勒里算法每轮while循环条件判定前，

图G或者没有顶点的度为奇数，或者恰有2个顶点（包括顶点u）的度为奇数。

弗勒里算法的正确性

思考题3.33 图G含欧拉迹的充要条件是什么？
是空图 或 边集的边导出子图非空连通，且有至多2个顶点的度为奇数。



 弗勒里算法每轮while循环条件判定前，
图G或者没有顶点的度为奇数，或者恰有2个顶点（包括顶点u）的度为奇数。

定理3.6



 弗勒里算法每轮while循环条件判定前，
图G或者没有顶点的度为奇数，或者恰有2个顶点（包括顶点u）的度为奇数。
 第1轮while循环条件判定前成立。

定理3.6



 弗勒里算法每轮while循环条件判定前，
图G或者没有顶点的度为奇数，或者恰有2个顶点（包括顶点u）的度为奇数。
 第1轮while循环条件判定前成立。
 接下来，若本轮while循环条件判定前成立，将下轮while循环条件判定前的顶点u记作u’，

则本轮while循环从图G中删除边e后，u和u’的度的奇偶性都发生改变：
– 若u的度由奇变偶，u’的度由奇变偶，则下轮while循环条件判定前，G没有顶点的度为奇数；
– 若u的度由奇变偶，u’的度由偶变奇，则下轮while循环条件判定前，G恰有2个顶点（包括u’）的度为奇数；
– 若u的度由偶变奇，则u’的度只能也由偶变奇，下轮while循环条件判定前，G恰有2个顶点（包括u’ ）的度为奇数。

定理3.6
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 弗勒里算法每轮while循环条件判定前，
图G或者为空图，或者边集的边导出子图连通且含顶点u。

推论3.2



 弗勒里算法每轮while循环条件判定前，
图G或者为空图，或者边集的边导出子图连通且含顶点u。
 第1轮while循环条件判定前成立。

推论3.2



 弗勒里算法每轮while循环条件判定前，
图G或者为空图，或者边集的边导出子图连通且含顶点u。
 第1轮while循环条件判定前成立。
 接下来，采用反证法，对于非空图G，

先假设G的边集的边导出子图不连通首次发生在第i轮while循环条件判定前（i > 1），
将第i − 1轮和第i轮while循环条件判定前的顶点u分别记作ui−1和ui，
则第i − 1轮while循环条件判定前，ui−1关联至少2条边(ui−1, ui)和(ui−1, v)，
其中(ui−1, ui)是割边，因此，(ui−1, v)也是割边，
将图G − ui−1中含顶点ui和含顶点v的连通分支分别记作Gi和Gv。

推论3.2
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 弗勒里算法每轮while循环条件判定前，
图G或者为空图，或者边集的边导出子图连通且含顶点u。
 第1轮while循环条件判定前成立。
 接下来，采用反证法，对于非空图G，

先假设G的边集的边导出子图不连通首次发生在第i轮while循环条件判定前（i > 1），
将第i − 1轮和第i轮while循环条件判定前的顶点u分别记作ui−1和ui，
则第i − 1轮while循环条件判定前，ui−1关联至少2条边(ui−1, ui)和(ui−1, v)，
其中(ui−1, ui)是割边，因此，(ui−1, v)也是割边，
将图G − ui−1中含顶点ui和含顶点v的连通分支分别记作Gi和Gv。
在Gi和边(ui−1, ui)组成的子图中，ui−1的度为1，因此，Gi含至少1个度为奇数的顶点；
同理，Gv含至少1个度为奇数的顶点。
因此，第i − 1轮while循环条件判定前，无论ui−1的度是否为奇数，都与定理3.6矛盾。

推论3.2
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定理3.6 弗勒里算法每轮while循环条件判定前，图G或者没有顶点的度为奇数，
或者恰有2个顶点（包括顶点u）的度为奇数。
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 弗勒里算法每轮while循环条件判定前，
图G或者为空图，或者边集的边导出子图连通且含顶点u。
 再假设图G的边集的边导出子图连通但不含顶点u首次发生在第i轮while循环条件判定前（i > 1），

将第i − 1轮和第i轮while循环条件判定前的u分别记作ui−1和ui，
则第i轮while循环条件判定前，ui为孤立点，
第i − 1轮while循环条件判定前，ui−1关联至少2条边(ui−1, ui)和(ui−1, v)，
其中(ui−1, ui)是割边，后续证明同上。

推论3.2
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 时间复杂度：O(n + m(n + m))
 每轮while循环：O(n + m)
 循环的轮数：O(m)

弗勒里算法



 弗勒里算法
 希尔霍尔策算法

如何找出图中的一条欧拉迹？

v1

v5

v6v2

v3

v4

e1e2

e3 e4 e5
e8 e6

e7



 基本思路：逐步构造欧拉迹，每步将当前迹与一条闭迹拼接。

希尔霍尔策算法
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 首先找一条迹T：
 若顶点集V中有两个顶点的度为奇数，则任找一条以它们为起点和终点的迹作为T；
 否则，任找一条闭迹作为T。

 将T经过的边从G中删除。

希尔霍尔策算法
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 每轮while循环从T经过的顶点中选择w，满足w在当前G中非孤立点，
即w关联至少一条T尚未经过的边，直至找不到满足条件的w；

 在当前G中任找一条以w为起点和终点的闭迹T’，
将T和T’在w处拼接形成一条更长的迹作为T，将T’经过的边从G中删除。

希尔霍尔策算法
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 算法运行结束时，输出欧拉迹T。

希尔霍尔策算法
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 例如：d(v1)和d(v5)是奇数

 T v1, v2, v5
 删除e1、e5

希尔霍尔策算法
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 w v2
 T’  v2, v3, v4, v2
 T v1, v2, v3, v4, v2, v5
 删除e2、e3、e4

希尔霍尔策算法
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 w v5
 T’  v5, v6, v1, v5
 T v1, v2, v3, v4, v2, v5, v6, v1, v5
 删除e6、e7、e8

希尔霍尔策算法
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 w不存在
 输出T = v1, v2, v3, v4, v2, v5, v6, v1, v5

希尔霍尔策算法
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 算法每轮while循环开始前：
 或者图G为空图，则原图的欧拉迹已找到；
 或者G的每个非平凡连通分支都含（该分支自身的）欧拉回路，且都和迹T有公共顶点，

则这些欧拉回路和T可拼接得到原图的欧拉迹。

希尔霍尔策算法的正确性
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 算法每轮while循环开始前：
 或者图G为空图，则原图的欧拉迹已找到；
 或者G的每个非平凡连通分支都含（该分支自身的）欧拉回路，且都和迹T有公共顶点，

则这些欧拉回路和T可拼接得到原图的欧拉迹。

 只需证明：
 定理3.7 希尔霍尔策算法每轮while循环条件判定前，图G没有顶点的度为奇数。
 定理3.8 希尔霍尔策算法每轮while循环条件判定前，图G或者为空图，

或者边集的边导出子图的每个连通分支都和迹T有公共顶点。

希尔霍尔策算法的正确性

思考题3.33 图G含欧拉回路的充要条件是什么？
边集的边导出子图非空连通，且没有顶点的度为奇数。



 希尔霍尔策算法每轮while循环条件判定前，图G没有顶点的度为奇数。

定理3.7



 希尔霍尔策算法每轮while循环条件判定前，图G没有顶点的度为奇数。
 第1轮while循环条件判定前成立。

定理3.7
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 希尔霍尔策算法每轮while循环条件判定前，图G没有顶点的度为奇数。
 第1轮while循环条件判定前成立。
 接下来，若本轮while循环条件判定前成立，则本轮while循环从图G中删除一条闭迹经过的所有边后，

所有顶点的奇偶性不变，因此，下轮while循环条件判定前仍成立。

定理3.7
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 希尔霍尔策算法每轮while循环条件判定前，图G或者为空图，
或者边集的边导出子图的每个连通分支都和迹T有公共顶点。

定理3.8



 希尔霍尔策算法每轮while循环条件判定前，图G或者为空图，
或者边集的边导出子图的每个连通分支都和迹T有公共顶点。
 采用反证法：

假设某轮while循环条件判定前，非空图G的边集的边导出子图的某个连通分支和迹T没有公共顶点，
则原图的边集的边导出子图不连通，与原图含欧拉迹矛盾。

定理3.8
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 在希尔霍尔策算法中，要找的迹一定存在吗？如何找出这样的迹？

思考题3.41



 在希尔霍尔策算法中，要找的迹一定存在吗？如何找出这样的迹？
 以度为奇数的顶点为起点的极长迹的终点一定是另一个度为奇数的顶点：

其它顶点的度为偶数，能进必能出，所以不是终点。

思考题3.41
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 在希尔霍尔策算法中，要找的迹一定存在吗？如何找出这样的迹？
 以度为正偶数的顶点为起点的极长迹一定是闭迹：

其它顶点的度为偶数，能进必能出，所以不是终点。

思考题3.41
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 时间复杂度：O(n + m)
 每轮while循环：O(1)，除找闭迹外

– 采用双向链表等数据结构来存储迹、维护所有满足条件的顶点w、维护每个w关联的迹T尚未经过的边

 循环的轮数：O(m)

希尔霍尔策算法



请认真完成课后练习
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