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 赋权图：G = <V, E, w>
 V：顶点的有限集合
 E：边的有限集合
 w：赋权函数， E  R

– w(e)：边e的权
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赋权图和距离



 邻接矩阵
 引入特殊数值（∞）表示不相邻

2024/4/15 8

赋权图和距离



 邻接矩阵
 引入特殊数值（∞）表示不相邻

 关联矩阵
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赋权图和距离



 邻接矩阵
 引入特殊数值（∞）表示不相邻

 关联矩阵

 邻接表
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赋权图和距离



 （赋权）长度
 经过的边的权和
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赋权图和距离



 （赋权）长度
 经过的边的权和

 最短路

 距离
于连通赋权图G = <V, E, w>，
距离函数dist满足三角不等式吗：

 离心率

 中心点

 半径

 中心

 边缘点

 直径
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赋权图和距离



 （赋权）长度
 经过的边的权和

 最短路
 距离

 对于连通赋权图G = <V, E, w>，
距离函数dist满足三角不等式吗：

 离心率
 中心点
 半径
 中心
 边缘点
 直径

2024/4/15 13

赋权图和距离



 如何计算两个顶点间的距离？
 如何计算一个顶点和赋权图中所有顶点间的距离？

 戴克斯特拉算法
（只适用于边权非负的赋权图）
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赋权图和距离
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 最小生成树
 对于连通赋权图，边权和最小的生成树
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最小生成树



 最小生成树
 对于连通赋权图，边权和最小的生成树

2024/4/15 17

最小生成树

非最小生成树 最小生成树 最小生成树



 如何找出最小生成树？

 普里姆算法
 克拉斯克尔算法
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最小生成树
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 中国邮递员问题
 一个邮递员每次上班，要走遍他负责送信的每段路，然后回到邮局，

应该怎样走才能使所走的路程最短？
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赋权欧拉图



 管梅谷，1934年出生于中国
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赋权欧拉图

http://www.maths.sdnu.edu.cn/__local/C/01/4D/70D003509166569B87CF5A5AFE0_5CB5331D_4B219.jpg



 邮递路线
 经过每条边至少一次的闭路线
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赋权欧拉图



 邮递路线
 经过每条边至少一次的闭路线

 最优邮递路线
 最短的邮递路线
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赋权欧拉图



 赋权欧拉图的最优邮递路线是什么？
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赋权欧拉图
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 赋权欧拉图的最优邮递路线是什么？

 非欧拉图的邮递路线一定重复经过边
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赋权欧拉图
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 赋权欧拉图的最优邮递路线是什么？

 非欧拉图的邮递路线一定重复经过边
 对于一条邮递路线，其每次重复经过一条边，便将一条权相同

的重边增加到赋权图G中
 最终形成的赋权图记作GE，添加的重边的集合记作EM
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赋权欧拉图



 赋权欧拉图的最优邮递路线是什么？

 非欧拉图的邮递路线一定重复经过边
 对于一条邮递路线，其每次重复经过一条边，便将一条权相同

的重边增加到赋权图G中
 最终形成的赋权图记作GE，添加的重边的集合记作EM

 GE有什么特征？它的最优邮递路线是什么？
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赋权欧拉图



 中国邮递员问题可以转化为下述问题
 如何向赋权图G中添加重边的集合EM形成赋权欧拉图GE，

且EM的权和最小？
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赋权欧拉图



 中国邮递员问题可以转化为下述问题
 如何向赋权图G中添加重边的集合EM形成赋权欧拉图GE，

且EM的权和最小？

 存在一条最优邮递路线，其对应的重边的集合EM是：
以赋权图G中所有2k个（k ≥ 0）度为奇数的顶点为起点和终点
的k条无公共边的最短路经过的边的集合
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赋权欧拉图



 中国邮递员问题可以转化为下述问题
 如何向赋权图G中添加重边的集合EM形成赋权欧拉图GE，

且EM的权和最小？

 存在一条最优邮递路线，其对应的重边的集合EM是：
以赋权图G中所有2k个（k ≥ 0）度为奇数的顶点为起点和终点
的k条无公共边的最短路经过的边的集合
 关键： 2k个顶点如何配对？
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赋权欧拉图



 埃德蒙兹-约翰逊算法
 找出2k个度为奇数的顶点间长度之和最小的k条最短路
 将其经过的边作为重边增加到图中
 再找一条欧拉回路
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赋权欧拉图



 Ellis Lane Johnson，1938年出生于美国，
2000年获得约翰·冯·诺依曼理论奖
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赋权欧拉图

https://www.isye.gatech.edu/sites/default/files/emp-profiles/johnson_ellis_-_bust.jpg



 VO：G中所有度为奇数的顶点的集合
 GO：以VO作为顶点集的完全赋权图

 边(u, v)的权：G中顶点u和v间的距离
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赋权欧拉图



 G中2k个度为奇数的顶点间
长度之和最小的k条最短路
 GO的最小权完美匹配M
（权和最小的完美匹配）
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赋权欧拉图



 将匹配M中每条边的两个端点
在G中的一条最短路经过的所有边
作为重边增加到G中

2024/4/15 35

赋权欧拉图



 输出一条欧拉回路
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赋权欧拉图



 存在一条最优邮递路线，其对应的重边的集合EM是：
以赋权图G中所有2k个（k ≥ 0）度为奇数的顶点为起点和终点
的k条无公共边的最短路经过的边的集合
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赋权欧拉图



 存在一条最优邮递路线，其对应的重边的集合EM是：
以赋权图G中所有2k个（k ≥ 0）度为奇数的顶点为起点和终点
的k条无公共边的最短路经过的边的集合

 埃德蒙兹-约翰逊算法中找到的最短路不经过公共边
（或经过的公共边的权为0）
 你能自己证明吗？
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赋权欧拉图



 时间复杂度：O(n3 + m)
 计算G中所有度为奇数的顶点间的距离：O(n3)
 构造完全赋权图GO并计算最小权完美匹配：O(n3)
 增加重边并计算欧拉回路：O(n + m)
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赋权欧拉图
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 旅行商问题（TSP）
 一个旅行商要访问他负责推销的每座城市恰一次，然后回到公司，

应该按怎样的顺序访问才能使总路程最短？
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赋权哈密尔顿图



 旅行商问题（TSP）
 一个旅行商要访问他负责推销的每座城市恰一次，然后回到公司，

应该按怎样的顺序访问才能使总路程最短？
 完全图且边权为非负实数的赋权图的最短哈密尔顿圈
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赋权哈密尔顿图



 旅行商问题（TSP）
 一个旅行商要访问他负责推销的每座城市恰一次，然后回到公司，

应该按怎样的顺序访问才能使总路程最短？
 完全图且边权为非负实数的赋权图的最短哈密尔顿圈
 如何将哈密尔顿圈的存在性的判定问题归约为TSP？
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赋权哈密尔顿图



 旅行商问题（TSP）
 一个旅行商要访问他负责推销的每座城市恰一次，然后回到公司，

应该按怎样的顺序访问才能使总路程最短？
 完全图且边权为非负实数的赋权图的最短哈密尔顿圈
 如何将哈密尔顿圈的存在性的判定问题归约为TSP？

 度量旅行商问题（∆-TSP）
 赋权函数w满足三角不等式：
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赋权哈密尔顿图



 旅行商问题（TSP）
 一个旅行商要访问他负责推销的每座城市恰一次，然后回到公司，

应该按怎样的顺序访问才能使总路程最短？
 完全图且边权为非负实数的赋权图的最短哈密尔顿圈
 如何将哈密尔顿圈的存在性的判定问题归约为TSP？

 度量旅行商问题（∆-TSP）
 赋权函数w满足三角不等式：
 哈密尔顿圈的存在性的判定问题可以归约为∆-TSP吗？
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赋权哈密尔顿图
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赋权哈密尔顿图

http://www.buildyouridea.com/cnc/pcb_drill/pcb_drill_4.jpg



 ∆-TSP是一个NP难的优化问题，不存在多项式时间算法
（除非P=NP）
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赋权哈密尔顿图



 ∆-TSP是一个NP难的优化问题，不存在多项式时间算法
（除非P=NP）

 近似算法
 如何在多项式时间内，找出一个较短（但未必最短）的哈密尔顿圈，

其与最短哈密尔顿圈的长度的差异具有可以证明的界
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赋权哈密尔顿图



 最近邻点算法
 克里斯托菲德斯-谢尔久科夫算法
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赋权哈密尔顿图



 Nicos Christofides，1942年出生于塞浦路斯
 Anatoliy Ivanovich Serdyukov，1951年出生于苏联
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赋权哈密尔顿图

https://www.imperial.ac.uk/ImageCropToolT4/imageTool/uploaded-images/newseventsimage_1586354871721_mainnews2012_x1.jpg

?



 克里斯托菲德斯-谢尔久科夫算法
 将最小生成树扩充为边权和较小的赋权欧拉图
 利用三角不等式将欧拉回路转化为较短的哈密尔顿圈
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赋权哈密尔顿图



 找出G的一棵最小生成树T
 VO：T中所有度为奇数的顶点
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赋权哈密尔顿图



 找出点导出子图G[VO]的
最小权完美匹配M
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赋权哈密尔顿图



 将M增加到T中形成赋权欧拉图，
并找出一条欧拉回路C
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赋权哈密尔顿图



 按序输出C经过的顶点，
形成一个哈密尔顿圈
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赋权哈密尔顿图



 H：算法输出的较短哈密尔顿圈
 H*：最短哈密尔顿圈

2024/4/15 56

赋权哈密尔顿图



 H：算法输出的较短哈密尔顿圈
 H*：最短哈密尔顿圈
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赋权哈密尔顿图



 H：算法输出的较短哈密尔顿圈
 H*：最短哈密尔顿圈
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赋权哈密尔顿图



 H：算法输出的较短哈密尔顿圈
 H*：最短哈密尔顿圈
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赋权哈密尔顿图

H*



 H：算法输出的较短哈密尔顿圈
 H*：最短哈密尔顿圈
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赋权哈密尔顿图

H*



 H：算法输出的较短哈密尔顿圈
 H*：最短哈密尔顿圈
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赋权哈密尔顿图



 ∆-TSP具有123/122不可近似性，
即不存在近似比为小于123/122的常数的多项式时间算法
（除非P=NP）
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赋权哈密尔顿图



 时间复杂度：O(n3)
 计算最小生成树：O(n2)
 计算最小权完美匹配：O(n3)
 计算欧拉回路：O(n)
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赋权哈密尔顿图
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 有向图：G = <V, A>
 V：顶点的有限集合
 A：有向边（弧）的有限集合

– 弧a5 = <v1, v4>是V中顶点v1和v4组成的有序对
– v1和v4分别称作a5的尾和头，统称作端点
– a5和v1（及v4 ）互相关联
– a5是v4的入弧，是v1的出弧

 一些术语
 v1和v4相邻
 v1是v4的入邻点，v4是v1的出邻点
 a1和a4相邻

 重弧（平行弧）
 自环
 简单有向图

 a1和a2互为反向弧

 阶
 弧数
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 有向图：G = <V, A>
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– a5和v1（及v4 ）互相关联
– a5是v4的入弧，是v1的出弧

 一些术语
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 弧数
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 有向图：G = <V, A>
 V：顶点的有限集合
 A：有向边（弧）的有限集合

– 弧a5 = <v1, v4>是V中顶点v1和v4组成的有序对
– v1和v4分别称作a5的尾和头，统称作端点
– a5和v1（及v4 ）互相关联
– a5是v4的入弧，是v1的出弧

 一些术语
 v1和v4相邻
 v1是v4的入邻点，v4是v1的出邻点
 a1和a4相邻

 重弧（平行弧）
 自环
 简单有向图
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 有向图：G = <V, A>
 V：顶点的有限集合
 A：有向边（弧）的有限集合

– 弧a5 = <v1, v4>是V中顶点v1和v4组成的有序对
– v1和v4分别称作a5的尾和头，统称作端点
– a5和v1（及v4 ）互相关联
– a5是v4的入弧，是v1的出弧

 一些术语
 v1和v4相邻
 v1是v4的入邻点，v4是v1的出邻点
 a1和a4相邻

 重弧（平行弧）
 自环
 简单有向图

 a1和a2互为反向弧

 阶
 弧数
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 有向图：G = <V, A>
 V：顶点的有限集合
 A：有向边（弧）的有限集合

– 弧a5 = <v1, v4>是V中顶点v1和v4组成的有序对
– v1和v4分别称作a5的尾和头，统称作端点
– a5和v1（及v4 ）互相关联
– a5是v4的入弧，是v1的出弧

 一些术语
 v1和v4相邻
 v1是v4的入邻点，v4是v1的出邻点
 a1和a4相邻

 重弧（平行弧）
 自环
 简单有向图

 a1和a2互为反向弧

 阶
 弧数
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a6

a7



 有向图：G = <V, A>
 V：顶点的有限集合
 A：有向边（弧）的有限集合

– 弧a5 = <v1, v4>是V中顶点v1和v4组成的有序对
– v1和v4分别称作a5的尾和头，统称作端点
– a5和v1（及v4 ）互相关联
– a5是v4的入弧，是v1的出弧

 一些术语
 v1和v4相邻
 v1是v4的入邻点，v4是v1的出邻点
 a1和a4相邻

 重弧（平行弧）
 自环
 简单有向图

 a1和a2互为反向弧

 阶
 弧数
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有向图的定义
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 有向图：G = <V, A>
 V：顶点的有限集合
 A：有向边（弧）的有限集合

– 弧a5 = <v1, v4>是V中顶点v1和v4组成的有序对
– v1和v4分别称作a5的尾和头，统称作端点
– a5和v1（及v4 ）互相关联
– a5是v4的入弧，是v1的出弧

 一些术语
 v1和v4相邻
 v1是v4的入邻点，v4是v1的出邻点
 a1和a4相邻

 重弧（平行弧）
 自环
 简单有向图

 a1和a2互为反向弧

 阶
 弧数

2024/4/15 71

有向图的定义
v1

v2

v3

v4

a1 a2

a3
a4

a5

a6

a7



 有向图：G = <V, A>
 V：顶点的有限集合
 A：有向边（弧）的有限集合

– 弧a5 = <v1, v4>是V中顶点v1和v4组成的有序对
– v1和v4分别称作a5的尾和头，统称作端点
– a5和v1（及v4 ）互相关联
– a5是v4的入弧，是v1的出弧

 一些术语
 v1和v4相邻
 v1是v4的入邻点，v4是v1的出邻点
 a1和a4相邻

 重弧（平行弧）
 自环
 简单有向图

 a1和a2互为反向弧

 阶
 弧数
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有向图的定义
v1

v2

v3

v4

a1 a2

a3
a4

a5

a6

a7

阶为n的简单有向图的弧数的上界是多少？



 一些术语
 完全有向图
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有向图的定义



 一些术语
 入度

 出度

 度
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有向图的定义
v1

v2

v3

v4

a1 a2

a3
a4

a5

a6

a7



 一些术语
 入度

 出度

 度
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有向图的定义
v1

v2

v3

v4

a1 a2

a3
a4

a5

a6

a7

入度和 = 出度和 = 弧数
度和 = 弧数*2



 一些术语
 入度

 出度

 度

 入度序列

 最大入度

 最小入度

 出度序列

 最大出度

 最小出度
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有向图的定义
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v2

v3

v4

a1 a2

a3
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a5
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 将有向图G的每条弧（有序对）改为边（无序对）形成图H
 H称作G的底图

 G称作H的定向

2024/4/15 77

有向图的定义

定向 底图



 将有向图G的每条弧（有序对）改为边（无序对）形成图H
 H称作G的底图

 G称作H的定向
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有向图的定义

定向 底图

有向图的底图唯一吗？图的定向唯一吗？



6.1 赋权图和距离
6.2 最小生成树
6.3 赋权欧拉图
6.4 赋权哈密尔顿图

7.1 有向图的定义
7.2 有向图的表示
7.3 有向图的连通
7.4 有向图的距离
7.5 流网络和最大流
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本次课的主要内容



 邻接矩阵
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有向图的表示



 关联矩阵
 1表示出弧，-1表示入弧
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有向图的表示



 邻接表
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有向图的表示



6.1 赋权图和距离
6.2 最小生成树
6.3 赋权欧拉图
6.4 赋权哈密尔顿图

7.1 有向图的定义
7.2 有向图的表示
7.3 有向图的连通
7.4 有向图的距离
7.5 流网络和最大流
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本次课的主要内容



 有向路线

 有向（踪）迹

 有向路（径）

 有向闭路线

 有向闭迹/回路

 有向圈
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有向图的连通



 弱连通：底图连通
 弱连通分支：极大弱连通子图

 强连通：每对顶点互相可达（存在有向路）
 强连通分支：极大强连通子图
 浓缩：强连通分支顶点
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有向图的连通



 弱连通：底图连通
 弱连通分支：极大弱连通子图

 强连通：每对顶点互相可达（存在有向路）
 强连通分支：极大强连通子图
 浓缩：强连通分支顶点
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有向图的连通

强连通图的每条弧都在某个有向圈中吗？



 弱连通：底图连通
 弱连通分支：极大弱连通子图

 强连通：每对顶点互相可达（存在有向路）
 强连通分支：极大强连通子图
 浓缩：强连通分支顶点
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有向图的连通

强连通图的每条弧都在某个有向圈中吗？
一个顶点可以出现在图的两个强连通分支中吗？



6.1 赋权图和距离
6.2 最小生成树
6.3 赋权欧拉图
6.4 赋权哈密尔顿图

7.1 有向图的定义
7.2 有向图的表示
7.3 有向图的连通
7.4 有向图的距离
7.5 流网络和最大流
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本次课的主要内容



 最短有向路

 距离
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有向图的距离



 最短有向路
 距离

 在有向图中，
距离满足对称性吗？
满足三角不等式吗？
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有向图的距离



 如何计算有向图中两个顶点间的距离？
 如何计算一个顶点和有向图中所有顶点间的距离？

 扩展BFS算法
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有向图的距离
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6.3 赋权欧拉图
6.4 赋权哈密尔顿图

7.1 有向图的定义
7.2 有向图的表示
7.3 有向图的连通
7.4 有向图的距离
7.5 流网络和最大流
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本次课的主要内容
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流网络和最大流



 流网络G = <V, A, c, s, t>
 V：顶点的有限集合
 A：弧的有限集合
 c：A R≥0，容量函数

 s ∈ V：源

 t ∈ V：汇
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流网络和最大流



 流网络G = <V, A, c, s, t>
 V：顶点的有限集合
 A：弧的有限集合
 c：A R≥0，容量函数
 s ∈ V：源
 t ∈ V：汇

 流
 f：A R
 f(a)：弧a的流量

 零流
 所有弧的流量均为0
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流网络和最大流



 可行流
 容量约束

 守恒约束
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流网络和最大流

流入量（所有入弧的流量和） = 流出量（所有出弧的流量和）



 可行流
 容量约束

 守恒约束

 每个流网络都有可行流吗？
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流网络和最大流

流入量（所有入弧的流量和） = 流出量（所有出弧的流量和）



 流的值
 源的净流出量f+(s) – f–(s) = 汇的净流入量f–(t) – f+(t)
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流网络和最大流



 流的值
 源的净流出量f+(s) – f–(s) = 汇的净流入量f–(t) – f+(t)

 最大流
 值最大的可行流
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流网络和最大流



 流的值
 源的净流出量f+(s) – f–(s) = 汇的净流入量f–(t) – f+(t)

 最大流
 值最大的可行流

 如何判定最大流？
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流网络和最大流
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流网络和最大流

 剩余容量（流量的可增量）
 r：V × V R≥0

r(u, v) = (c(<u, v>) – f(<u, v>)) + f(<v, u>)
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流网络和最大流

 剩余容量（流量的可增量）
 r：V × V R≥0

r(u, v) = (c(<u, v>) – f(<u, v>)) + f(<v, u>)

 剩余网络Gf = <V, Af, r>
 V：G的顶点集
 Af ：<u, v> ∈ Af当且仅当r(u, v) > 0



 f增广路
 剩余网络中的s-t有向路
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流网络和最大流



 f增广路
 剩余网络中的s-t有向路
 可增量：经过的弧的最小权
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流网络和最大流



 f增广路
 剩余网络中的s-t有向路
 可增量：经过的弧的最小权

 如何利用增广路得到一个值更大的流？
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流网络和最大流



 f增广路
 剩余网络中的s-t有向路
 可增量：经过的弧的最小权

 如何利用增广路得到一个值更大的流？
 f是最大流当且仅当Gf不含f增广路
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流网络和最大流



 源汇割
 对于顶点集V的一种满足s ∈ S和t ∈ T的划分S和T，

所有尾在S中、头在T中的弧的集合称作源汇割，记作CS,T
其中所有弧的容量和称做CS,T的容量，记作c(S, T)
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流网络和最大流



 f是最大流当且仅当Gf不含f增广路


– f+(S)：所有尾在S中、头在T中的弧的流量和
– f–(S)：所有头在S中、尾在T中的弧的流量和

 val(f) = f+(S) – f–(S) ≤ f+(S) ≤ c(S, T)
 当Gf不含f增广路时，val(f) = c(S, T)
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流网络和最大流



 f是最大流当且仅当Gf不含f增广路


– f+(S)：所有尾在S中、头在T中的弧的流量和
– f–(S)：所有头在S中、尾在T中的弧的流量和

 val(f) = f+(S) – f–(S) ≤ f+(S) ≤ c(S, T)
 当Gf不含f增广路时，val(f) = c(S, T)
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流网络和最大流

最大流的值 = 源汇割容量的最小值



 如何计算流网络中的最大流？
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流网络和最大流



 Lester Randolph Ford Jr. ，1927年出生于美国
 Delbert Ray Fulkerson，1924年出生于美国
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流网络和最大流

https://www.independent.com/wp-content/uploads/2019/03/dadd_opt.jpg?resize=600,800
https://en.wikipedia.org/wiki/D._R._Fulkerson



 福特-法尔克森算法
 逐步构造最大流，每步利用当前流的一条增广路得到一个值更大的流
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流网络和最大流



 福特-法尔克森算法
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流网络和最大流



 福特-法尔克森算法
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流网络和最大流



 福特-法尔克森算法
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流网络和最大流



 福特-法尔克森算法
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流网络和最大流



 当弧的容量包含无理数时，算法有可能无法运行结束！
 当所有弧的容量都是有理数时，为什么算法一定会运行结束？
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流网络和最大流



 时间复杂度：O((n + m)V)
 每轮while循环：O(n + m)
 while循环的轮数：O(V)
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流网络和最大流

https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/f/f1/Ford-Fulkerson_example_0.svg/300px-Ford-Fulkerson_example_0.svg.png



 整数流：所有弧的流量都是整数

 单位路径流
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流网络和最大流



 整数流：所有弧的流量都是整数
 单位路径流

 对于所有弧的容量都是整数的流网络：
最大流的值是整数，存在一个最大流是整数流，
且该最大流可表示为若干单位路径流的和。
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流网络和最大流



 多源多汇流网络

 超源、超汇
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流网络和最大流
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书面作业

 练习6.5
 练习7.1
 练习7.17、7.18、7.22
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