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集合的基数

 引言：有限与无限

 集合的等势关系

 集合的基数

 可数集(Countable set)
 Cantor定理

 优势关系

 Bernstein定理



我们怎么比较集合的大小

 “数得清”的我们就数元素个数。

 “数不清”的咋办？

 “常识”不一定经得起追问。



有限与无限：“宇宙旅馆”

啊？客满啦？

没关系，我让现

在住在 k 号房间

的客人移到 k+1
号。你就住进第

1号房间吧！



有限与无限：怎样的差别

 传统观点：“整体大于部分”

 {1, 2, 3,…}与{12, 22, 32,…}一一对应



集合的等势关系

 等势关系的定义

 如果存在从集合A到B的双射，则称集合A与B等势。

 集合A与B等势记为：A≈B, 否则A≉B。
 A≈B意味着：A，B中的元素可以“一一对应”。

 要证明A≈B，找出一个从A到B的双射。

 “等势”的集合就被认为是“一样大”



等势关系是等价关系

 自反性

 IA:A→A

 对称性

 如果ƒ:A→B是双射，则ƒ的反函数ƒ-1: B→A，也是双射。

 传递性

 若ƒ:A→B, 𝒈𝒈 :B→C均是双射，则𝒈𝒈 ∘ 𝒇𝒇是从A到C的双射。

 例子

 与自然数集等势的所有集合构成一个等价类。



自然数定义为集合（回顾）

 设a为集合, 称a∪{a}为a的后继, 记为或s(a), 或a+。

 集合N递归定义如下：

 Ø∈N
 ∀a(a∈N → s(a)∈N)

 N的每一个元素称为一个自然数（自然数集合）

 Ø, {Ø}, {Ø, {Ø}}, {Ø, {Ø}, {Ø, {Ø}}}, … 
 Ø记为0，0+记为1，1+记为2，2+记为3，余此类推



有限集与无限集

 S是有限集合 iff 存在自然数n，使得S与n等势

 S不是有限集合(无限集、无穷集)， iff 存在S的真

子集S’，使得S与S’等势

⇒ S一定包含一个与自然数集合等势的子集M = {a0,a1,a2,…}
令S’=S-{a0}，可以定义ƒ:S→S’如下：

对于任意ai∈M, ƒ(ai)= ai+1； 对于任意x ∈S-M, ƒ(x)= x.
显然这是双射，即S与其真子集S’等势。

⇐假设S是有限集，令|S|=n, 则对S的任意真子集S’, 若|S’| 
=m，必有m<n, 因此从S ’到S的任一单射不可能是满射。



集合A的基数

 若A与自然数n等势，则card A = n
 若A与自然数集合N等势，则card A = ℵ0

 若A与实数集合R等势，则card A = ℵ
 如果存在从A到N的单射，则称A为可数集，或可

列集。[ card A ≤ ℵ0 ]



无限可数集（无穷可列集）

 与自然数集等势的集合称为无限可数集

 直观上说：集合的元素可以按确定的顺序线性排

列，所谓“确定的”顺序是指对序列中任一元素，

可以说出：它“前”、“后”元素是什么。

 整数集(包括负数)与自然数集等势

0, -1, 1, -2, 2, -3, 3, -4, ......

0,  1, 2,  3, 4,  5,  6,  7, ......





<−−
>=

=
012

02
)(

nn
nn

ng



自然数集的笛卡儿积是可列集

 所有的自然数对构成的集合与自然数集等势

<0,0>    <1,0>    <2,0>    <3,0>    <4,0>

<0,1>    <1,1>    <2,1>    <3,1>

<0,2>    <1,2>    <2,2>

<0,3>    <1,3>  

<0,4> 

...
...

...
...

<0,0>, <0,1>, <1,0>, <0,2>, <1,1>, <2,0>, <0,3>, ......
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类似的图形显示：
可列个可列集的并
集仍然是可列集合



证明无限集等势的例子

 (0,1)与整个实数集等势

 双射：f : (0,1)→R : f (x) =tg(πx- )

 对任意不相等的实数a,b(a<b), [0,1]与[a,b]等势

 双射： f : [0,1]→[a,b]: f (x) =(b-a)x+a
(这实际上意味着：任意长的线段与任意短的线段等势)

2
π



实数集不是可列集

 (0,1)不是可列集 //注意：(0,1)与实数集合等势

 “对角线证明法”

假设(0,1)中的元素可以线性排列：

0.b11b12b13b14…
0.b21b22b23b24…
0.b31b32b33b34…
0.b41b42b43b44…
⋮
则0. b1b2b3b4…（bi≠bii）不含在上述序列中



直线上的点集与平面上的点集等势

0.a1b1a2b2a3b3.....

0.a1a2a3.......

0.b1b2b3......

这实际上意味着直线上的点与任
意有限维空间的点“一样多”！



Cantor（康托尔）定理

 任何集合与其幂集不等势, 即：A≉ρ(A)
 证明要点：

设g是从A到ρ(A)的函数，构造集合B如下：

B={x∈A | x∉g(x)}

则B∈ρ(A)，但不可能存在x∈A，能满足g(x)=B，因为，

如果有这样的x0, 则x0 ∈B ↔ x0 ∉B。

因此，g不可能是满射。



集合的优势关系

 如果存在从集合A到集合B的单射，则称“集合B
优势于集合A”，记为 A≼•B 

[card A ≤ card B]

 如果集合B优势于集合A，且B与A不等势，则称
“集合B真优势于集合A”，记为A≺•B 

[card A < card B]

 实数集合真优势于自然数集

 例子：对任意集合A，A的幂集真优势于集合A



集合优势关系的性质

 自反性：恒等函数

 若A≼•B，且B≼•A，则A≈B (比较:反对称性)

(Cantor-Bernstein定理)

 传递性：单射的复合仍然是单射



Bernstein定理的证明

 若A≼•B，且B≼•A，则A≈B。

 由A≼•B可知,存在从A到B的一对一函数f，同

样，由B≼•A可知，存在从B到A的一对一函数

g，于是： g ◦ f 是从A到A的一对一函数。

 显然，g(f(A))⊆g(B)⊆A, 且f, g的一对一性质保

证了：g(f(A))≈A, g(B)≈B。

 “三明治”引理可推出：A≈ g(B), 从而A≈B。



A

A

B

f(A)

g(B)g(f(A))

g(f(A))≈A, g(B)≈B

f g

g(f(A))⊆g(B)⊆A



“三明治”引理的证明
 若A1⊆B⊆A, 且A1≈A, 则：B≈A

A0

A1

B0

B1

1. 令A0=A, B0=B.
2. 设f是从A0到A1的一一对应函数（A0 ≈A1）
令An+1=f(An), Bn+1=f(Bn), 递归地得到序列：

A0, A1, …, An,…   以及 B0, B1, …, Bn, …
3. 由A1⊆B0⊆A0, 得An+1 ⊆Bn ⊆An

4.令Cn=An-Bn, ∪Cn=C（C即左图阴影部
分）, D=A-C（图中白色部分）

可以定义从A0到B0 的一一对应函数g如下：
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优势关系的反对称性用于证明等势

 证明实数集的两个子集(0,1)和[0,1]等势。

 直接找双射不太容易

关键是如何安排在[0,1]中但不在(0,1)中的0和1。
想象那个“宇宙旅馆”。我们可以取(0,1)的一个与自然数集合
等势的子集(一定有){a1,a2 ,a3 ,...}, “腾出”前两个位置安排0和1
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优势关系的反对称性用于证明等势 (续)

 证明实数集的两个子集(0,1)和[0,1]等势。

 分别找两个一对一的映射往往比找一个双射容易
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注意：



实数集与ρ(N)等势

 [0, 1) ≈{0, 1}N 从而 R ≈ ρ(N)
 [0,1)中的数唯一地表示为0.b1b2b3b4…
不容许连续无数个1，比如1/2=0. 1000… (NOT 0.0111…)

 f : [0, 1) → {0, 1}N

0.b1b2b3b4… → b1, b2, b3, b4…
f是单射

 g : {0, 1}N → [0, 1) 
b1, b2, b3, b4… → 0.b1b2b3b4…  //看做十进制数

g是单射

 根据Bernstein定理，得证



连续统假设

不存在集合S：
ℵ0< card S < ℵ



作业

 教材[2.4.5]
 p. 120：32, 35, 38
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